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Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà äàííûõ, èìåþùèõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, îòíî-

ñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Îäíàêî íå âñå îíè áûëè ðåøåíû â ðàì-

êàõ ïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Íåîáõîäèìî çàïîëíèòü ëàêóíû (êàê, íàïðèìåð, è â ñëó-

÷àå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ), ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå øèðîêî èñïî-

ëüçóåòñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÃÎÑÒ 11.011–83

«Ïðèêëàäíàÿ ñòàòèñòèêà. Ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ îöåíîê è äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ ïàðà-

ìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ». Ñòàíäàðòíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåò-

ðîì ôîðìû. Ïðè ïåðåõîäå ê ìàñøòàáíî-ñäâèãîâîìó ñåìåéñòâó äîáàâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû

ìàñøòàáà è ñäâèãà. Ðàññìîòðåíû ñåìü ïîñòàíîâîê çàäà÷ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïîñêîëü-

êó êàæäûé èç òðåõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü êàê íåèçâåñòíûì, òàê è èçâåñòíûì. Äëÿ êàæäîé

èç ïîñòàíîâîê íàéäåíû îöåíêè ìåòîäà ìîìåíòîâ è èõ àñèìïòîòè÷åñêèå äèñïåðñèè. Ïðè èç-

âåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà ïîëó÷åíû îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Îäíîøàãîâûå

îöåíêè, àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå îöåíêàì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, èñïîëü-

çóåì ïðè íåèçâåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà. Íàëè÷èå ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ îòðàæàåòñÿ íà

òî÷íîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðè ïðèìåíåíèè òåõ èëè èíûõ àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòîâ. Â ÃÎÑÒ

11.011–83 íà îñíîâå ìîäåëè èíòåðâàëüíûõ äàííûõ äàíû ïðàâèëà âûáîðà ìåòîäà îöåíèâà-

íèÿ ïðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ôîðìû è ìàñøòàáà è èçâåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà. Ïðè

ðàçðàáîòêå ÃÎÑÒ 11.011–83 âûÿâëåíû ïðîáëåìû, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåäëîæåíû íî-

âûå ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäû. Íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå ðåøå-

íèÿ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è (ðàçðàáîòêè ÃÎÑÒ 11.011–83), ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ íîâûõ íàó÷-

íûõ íàïðàâëåíèé. Ðå÷ü èäåò î ñòàòèñòèêå èíòåðâàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå îá îäíîøàãîâûõ

îöåíêàõ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñòàòèñòèêà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ êàê ðàçäåë ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè äîñòàòî÷íî ðàçâèòà è îõâàòûâàåò âñå îñíîâíûå îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ. Îíà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñèñòåìíîé íå÷åòêîé èíòåðâàëüíîé ìàòå-

ìàòèêè.
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Statements of problems of statistical analysis of data with a gamma distribution are related to classical

mathematical statistics. Oddly enough, not all alone were solved within the framework of parametric sta-

tistics, which was at the forefront of the development of statistical science in the first third of the 20th cen-

tury. As with the beta distribution, gaps need to be filled. This is necessary because the gamma distribu-

tion is currently widely used in theoretical and applied work. An example is GOST 11.011–83 “Applied sta-

tistics. Rules for determining estimates and confidence limits for gamma distribution parameters”. The

standard gamma distribution is determined by the shape parameter. When switching to a scale-shift fam-

ily, scale and translation parameters are added. Seven formulations of parameter estimation problems are

considered, since each of the three parameters can be either unknown or known. For each of the formula-

tions, the estimates of the method of moments and their asymptotic variances are found. For a known
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shift parameter, maximum likelihood estimates are obtained. One-step estimates, asymptotically equiva-

lent to maximum likelihood estimates, are used for an unknown shift parameter. The presence of mea-

surement errors affects the accuracy of parameter estimates when applying certain calculation algo-

rithms. In GOST 11.011–83, based on the interval data model, rules are given for choosing an estimation

method for unknown shape and scale parameters and a known shift parameter. During the development

of GOST 11.011–83, problems were identified, for the solution of which new methods from a scientific

point of view were proposed. Further development of new scientific results obtained in the course of solv-

ing a practical problem (development of GOST 11.011–83) led to the creation of new scientific directions.

We are talking about the statistics of interval data, as well as one-step estimates. To date, the statistics of

interval data as a branch of mathematical statistics is quite developed and covers all the main areas of sta-

tistical methods. It is an important part of systemic fuzzy interval mathematics.

Keywords: statistical methods, gamma distribution, estimation of parameters, method of moments, max-

imum likelihood method, one-step estimates, statistics of interval data, asymptotic distributions, confi-

dence intervals.

Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïè-

ðàþòñÿ íà íàó÷íóþ äèñöèïëèíó «Òåîðèÿ âåðîÿò-

íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà». Ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðî-

ÿòíîñòåé îáû÷íî óïîìèíàþò ñåìåéñòâî ãàììà-

ðàñïðåäåëåíèé [1 – 3]. Èçâåñòíûå ìåòîäû îöåíè-

âàíèÿ ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ýòîìó ñåìåéñòâó. Òàê,

â ñåðèè ãîñóäàðñòâåííûõ ñòàíäàðòîâ «Ïðèêëàä-

íàÿ ñòàòèñòèêà» íàìè áûë ðàçðàáîòàí ÃÎÑÒ

11.011–83, ïîñâÿùåííûé àëãîðèòìàì ïîëó÷åíèÿ

òî÷å÷íûõ îöåíîê è äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ

ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâà è ïîäñåìåéñòâ ãàììà-ðàñ-

ïðåäåëåíèé. Ïðè ïîäãîòîâêå ýòîãî íîðìàòèâ-

íî-òåõíè÷åñêîãî äîêóìåíòà ïðîâåäåí ðÿä íàó÷-

íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò, ïîçâîëèâøèõ ïîëó-

÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîäâèíóòûå àëãîðèòìû ðàñ÷å-

òîâ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Îäíàêî óêàçàí-

íûé ñòàíäàðò áûë îòìåíåí â 1987 ã. âìåñòå ñî

âñåé ñåðèåé «Ïðèêëàäíàÿ ñòàòèñòèêà» [4]). Ïîñëå

ýòîãî ìîìåíòà òåêñò äàííîãî ñòàíäàðòà ìîæíî

áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê íàó÷íóþ ïóá-

ëèêàöèþ, îäíàêî ýòîìó ìåøàë ïåðâîíà÷àëüíûé

ñòàòóñ îôèöèàëüíîãî íîðìàòèâíî-òåõíè÷åñêîãî

äîêóìåíòà. Èç áèáëèîòåê ñòàíäàðòîâ îí áûë èñ-

êëþ÷åí (óòèëèçèðîâàí) è â íàó÷íûé îáèõîä íå

ïîïàë. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, çàñëóæèâàþò âíèìà-

íèÿ íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, íà îñíîâå êîòîðûõ îí

áûë ðàçðàáîòàí. Â äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû

áûëè îáîáùåíû è ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàçâèòèå.

Èì ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ, â êîòîðîé âïåð-

âûå ñèñòåìàòè÷åñêè ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà îöå-

íèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé.

Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà

äàííûõ, èìåþùèõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, îòíî-

ñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Îäíàêî íå âñå îíè ðåøåíû â ðàìêàõ ïàðàìåòðè-

÷åñêîé ñòàòèñòèêè, íàõîäèâøåéñÿ íà ïåðåäíåì

êðàå ðàçâèòèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé íàóêè â ïåðâîé

òðåòè ÕÕ â. Êàê è â ñëó÷àå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ

[5], íåîáõîäèìî çàïîëíèòü ëàêóíû. Ýòî íåîáõîäè-

ìî, ïîñêîëüêó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî èñ-

ïîëüçóåòñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ ðàáî-

òàõ. Ïðèâåäåì ïðèìåðû.

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è ïðàêòèêè, â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè (íàïðèìåð, â ìîäåëè

«íàãðóçêà – ïðî÷íîñòü» [6]) è â òåîðèè èñïûòà-

íèé, ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè è òåõíîëîãèè

(â òîì ÷èñëå ïðè ìîäåëèðîâàíèè òî÷íîñòè òåõíî-

ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [7]), ìåòåîðîëîãèè è ò.ä.

[8]. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò áûòü ñìîäåëèðîâàíû

ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî ñðîêà ñëóæáû èçäåëèÿ,

äëèíû öåïî÷åê òîêîïðîâîäÿùèõ ïûëèíîê, âðåìÿ

äîñòèæåíèÿ èçäåëèåì ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè

êîððîçèè [9], âðåìÿ íàðàáîòêè äî k-ãî îòêàçà [10].

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè áîëü-

íûõ õðîíè÷åñêèìè çàáîëåâàíèÿìè, âðåìÿ äîñòè-

æåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòà ïðè ëå÷åíèè è äðó-

ãèå èñïîëüçóåìûå â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ èñ-

ñëåäîâàíèÿõ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ãàì-

ìà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëÿõ óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè [11] ãàììà-ðàñïðå-

äåëåíèå ìîæåò áûòü íàèáîëåå àäåêâàòíûì è äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ äëèí ïóòåé ñëåäîâàíèÿ ïàññàæè-

ðîâ ìàðøðóòíûì òðàíñïîðòîì [12]. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå øèðîêî èñïîëüçóåò-

ñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ (ñì.,

íàïðèìåð, [13 – 16]).

Ñåìåéñòâî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé

Ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî ãàììà-ðàñïðåäåëå-

íèÿ òàêîâà:

f x a a
x x x
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Ñòàíäàðòíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿ-

åòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì a > 0, êîòîðûé íàçûâàåò-

ñÿ ïàðàìåòðîì ôîðìû.

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé ñòàí-

äàðòíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ðàâíû a. Îíà èìååò òðå-

òèé öåíòðàëüíûé ìîìåíò M(X – M(X))3 = 2a,

àñèììåòðèþ 2 / a è ýêñöåññ 6/a [1 – 3].

Ñòàíäàðòíîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ïîðîæäà-

åò ìàñøòàáíî-ñäâèãîâîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëå-

íèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Y = bX + c, (3)

ãäå b — ïàðàìåòð ìàñøòàáà; c — ïàðàìåòð ñäâè-

ãà. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1), çàäàííàÿ ôîðìó-

ëîé (3) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y èìååò ïëîòíîñòü

f x a b c

a
x c b

x c

b

x c

x

a a

( ; , , )
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(4)

Ñîãëàñíî (1) è (4) f(x; a) = f(x; a, 1, 0). Òîãäà

M(Y) = ab + c, D(Y) = ab2,

M(Y – M(Y))3 = 2ab3. (5)

Îáîñíîâàíèåì âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ãàì-

ìà-ðàñïðåäåëåíèÿ â ðÿäå ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé

ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâîå äëÿ íåãî ñâîéñòâî âîñ-

ïðîèçâîäèìîñòè [1 – 3]. À èìåííî, ñóììà k íåçà-

âèñèìûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäíèì è òåì æå ïàðàìåòðîì ë

(áåç ñäâèãà) èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-

ìåòðàìè ôîðìû a = k, ìàñøòàáà b = 1/ë è ñäâèãà

c = 0. Ïîýòîìó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòî ïðè-

ìåíÿþò â òåõ æå ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ

ïîëåçíî ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïóñòü Y1, Y2, ..., Yn — âûáîðêà íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

èìåþùèõ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (4). Â äàííîé

ñòàòüå ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå (4) èìååò òðè ïàðàìåò-

ðà — ôîðìû, ìàñøòàáà è ñäâèãà. Êàæäûé èç íèõ

ìîæåò áûòü êàê èçâåñòíûì, òàê è íåèçâåñòíûì,

âñåãî 23 = 8 âàðèàíòîâ. Îäèí èç íèõ íå èìååò îò-

íîøåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì, ïîñêîëüêó

âñå ïàðàìåòðû èçâåñòíû. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîë-

íîòû èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü 23 –

– 1 = 7 ïîñòàíîâîê çàäà÷ îöåíèâàíèÿ (òàáë. 1).

Îöåíêè ìåòîäà ìîìåíòîâ

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ [17].

Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ

(ñì., íàïðèìåð, (5)), ïîòîì ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çà-

äà÷à — íàõîäèòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü

ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îò òåîðåòè÷åñêèõ ìî-

ìåíòîâ, çàòåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöå-

íîê ïàðàìåòðîâ â ýòó ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-

ìîñòü ïîäñòàâëÿþò âûáîðî÷íûå ìîìåíòû âìåñòî

òåîðåòè÷åñêèõ. Ïðè ðîñòå îáúåìà âûáîðîê ñòàòè-

ñòè÷åñêèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíûìè è àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûìè, à

äëÿ ïîëó÷åíèÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèõ äèñïåðñèé

ïðèìåíÿþò ìåòîä ëèíåàðèçàöèè [17, ðàçä. 4.4].

Äëÿ âûáîðîê èç áåòà-ðàñïðåäåëåíèé ýòà èññëåäî-

âàòåëüñêàÿ ïðîãðàììà ðåàëèçîâàíà â [5].

Íåîäíîçíà÷íîñòü ìåòîäà ìîìåíòîâ îïðåäåëÿ-

åòñÿ òåì, ÷òî äëÿ îöåíèâàíèÿ îïðåäåëåííîãî ïà-

ðàìåòðà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå

âûáîðî÷íûå ìîìåíòû. Íàïðèìåð, â âàðèàíòå 1

(ñì. òàáë. 1) ìîæíî èñõîäèòü èç ëþáîãî èç òðåõ

ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â (5). Ïîëó÷àåì òðè

îöåíêè ìåòîäà ìîìåíòîâ:

a1 = a1(ù) =
Y c

b

�

,

a2 = a2(ù) =
s

b

2

2
, a2 = a2(ù) =

m

b

3

3
2

, (6)
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Table 1. Options for setting estimation tasks

Íîìåð âàðèàíòà Ïàðàìåòð ôîðìû Ïàðàìåòð ìàñøòàáà Ïàðàìåòð ñäâèãà

1 Îöåíèâàåòñÿ Èçâåñòåí Èçâåñòåí

2 Èçâåñòåí Îöåíèâàåòñÿ Èçâåñòåí

3 Èçâåñòåí Èçâåñòåí Îöåíèâàåòñÿ

4 Èçâåñòåí Îöåíèâàåòñÿ Îöåíèâàåòñÿ

5 Îöåíèâàåòñÿ Èçâåñòåí Îöåíèâàåòñÿ

6 Îöåíèâàåòñÿ Îöåíèâàåòñÿ Èçâåñòåí

7 Îöåíèâàåòñÿ Îöåíèâàåòñÿ Îöåíèâàåòñÿ



ãäå

Y
Y Y Y

n

n
�


 
 

1 2

�

,

s
n

Y Y
i

i

n

2

1

21
� �

�

� ( ) , m
n

Y Y
i

i

n

3

1

31
� �

�

� ( ) . (7)

Âûáîð ìåæäó òðåìÿ îöåíêàìè (6) ïðîâîäÿò â

ïîëüçó ïåðâîé èç íèõ êàê íàèáîëåå óñòîé÷èâîé ê

âûáðîñàì [17, ðàçä. 7.2]. Ê àíàëîãè÷íûì ðåçóëü-

òàòàì ïðèâîäèò ñðàâíåíèå ïî àñèìïòîòè÷åñêèì

äèñïåðñèÿì îöåíîê (6), íàéäåííûì ñ ïîìîùüþ

ëèíåàðèçàöèè, êàê ïîÿñíåíî âûøå.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âàðèàíòà 2 (ñì. òàáë. 1) èñ-

ïîëüçóåì îöåíêó

b
Y c

a
* ,�

�

D b
n

b

a
( *) ,�

1
2

à äëÿ âàðèàíòà 3 — îöåíêó

c* = Y – ab, D c
n

ab( *) .�

1 2

Â âàðèàíòàõ 4 – 6 íåèçâåñòíû äâà ïàðàìåòðà,

ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äâà âûáîðî÷-

íûõ ìîìåíòà. Áóäåì ïðèìåíÿòü âûáîðî÷íîå

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå è âûáîðî÷íóþ äèñïåð-

ñèþ. Èñõîäèì èç ðàâåíñòâ

Y = ab + c, s2 = ab2. (8)

Â âàðèàíòå 4 íà îñíîâå âûáîðî÷íûõ õàðàêòå-

ðèñòèê è ïàðàìåòðà ôîðìû îöåíèâàþòñÿ ïàðà-

ìåòðû ìàñøòàáà è ñäâèãà:

b
s

a
* ,� c Y ab Y s a* * .� � � �

Â âàðèàíòå 5 íà îñíîâå âûáîðî÷íûõ õàðàêòå-

ðèñòèê è ïàðàìåòðà ìàñøòàáà îïðåäåëÿþòñÿ

îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôîðìû è ñäâèãà:

a* = s2/b2, c* = Y – a*b = Y – s2/b.

Â âàðèàíòå 6 íà îñíîâå âûáîðî÷íûõ õàðàêòå-

ðèñòèê è ïàðàìåòðà ñäâèãà íàõîäÿòñÿ îöåíêè ïà-

ðàìåòðîâ ôîðìû è ìàñøòàáà:

Y – c = ab, s2 = ab2;

b
s

Y c
* ,�

�

2

a
Y c

b

Y c

s
*

*

( )
.�

�

�

�
2

2

Â âàðèàíòå 7 íåèçâåñòíû âñå òðè ïàðàìåòðà,

ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òðè âûáîðî÷-

íûõ ìîìåíòà. Áóäåì ïðèìåíÿòü âûáîðî÷íûå

ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, äèñïåðñèþ è òðåòèé

öåíòðàëüíûé ìîìåíò:

Y = ab + c, s2 = ab2, m3 = 2ab3,

îòêóäà

m

s
b

3

2
2

� *, a
s

b

s

m
*

( *)
,� �

2

2

6

3

2

4
c Y a b Y

s

m
* * * .� � � �

2
4

3

Èòîãè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðå-

äåëåíèÿ ìåòîäîì ìîìåíòîâ äëÿ âñåõ ñåìè âàðèàí-

òîâ (ñì. òàáë. 1) ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Àñèìïòîòè-

÷åñêèå äèñïåðñèè ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíû íàìè

ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè, êîòîðûé ïîäðîáíî ðàñ-

ñìîòðåí â [5 è 17, ðàçä. 4.4].

Àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû

äëÿ ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîÿòñÿ

íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíîê

ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Îíè èìåþò âèä

( ( ) * ( ); ( ) * ( )),% & % % & %n n n nC D C D� 


ãäå è — ðàññìàòðèâàåìûé ïàðàìåòð; èn — åãî

îöåíêà (ñì. òàáë. 2); D*(èn) — îöåíêà äèñïåðñèè

èn, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì çàìåíû â ôîðìóëå äëÿ

àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèè (êðàéíèé ïðàâûé
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Òàáëèöà 2. Îöåíêè ìåòîäà ìîìåíòîâ è èõ àñèìïòîòè÷å-

ñêèå äèñïåðñèè

Table 2. Estimates of the method of moments and their

asymptotic variances

Âàðèàíòû

ïîñòàíî-

âîê çàäà÷

Îöåíè-

âàåìûé

ïàðàìåòð

Âèä îöåíêè
Àñèìïòîòè÷åñêàÿ

äèñïåðñèÿ îöåíêè

1 a
Y c

b

� a

n

2 b
Y c

a

� 1
2

n

b

a

3 c Y – ab
1 2

n
ab

4 b

s

a

b

n
a

2
3( )


4 c Y s a�
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2

2
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b
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2
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2 1a a
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n a
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2
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an
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2
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2
6 25 24( )
 


7 c Y
s
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2
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3
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n
a a

2
2

3 13 10( )
 




ñòîëáåö òàáë. 2) íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ èõ îöåíêàìè; C(ã) — êîýôôèöèåíò, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè ã (äëÿ

ã = 0,95 èìååì C(ã) = C(0,95) = 1,96).

Çäåñü è äàëåå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíî-

ñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Äëÿ íåêîòîðûõ âûáîðîê

Y1, Y2, ..., Yn ðàññ÷èòàííûå ïî àñèìïòîòè÷åñêèì

ôîðìóëàì äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû ìîãóò âûéòè

çà ïðåäåëû îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà íåîáõîäèìî âíåñòè êîð-

ðåêòèâû. Åñëè íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà

äëÿ ïàðàìåòðà ôîðìû èëè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà

îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, òî åå ñëåäóåò çàìå-

íèòü íà 0. Åñëè âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà

äëÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà îêàçûâàåòñÿ áîëüøå êàêî-

ãî-ëèáî èç ýëåìåíòîâ âûáîðêè, òî åå ñëåäóåò çà-

ìåíèòü íà min(Y1, Y2, ..., Yn). Âåðîÿòíîñòè òàêèõ

ñîáûòèé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ðîñòå îáúåìà

âûáîðêè.

Ìåòîä ìîìåíòîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ

ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ ñ ñåìåéñòâîì ãàììà-ðàñïðåäå-

ëåíèé. Òàê, äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñèÿ ñ ïîäñåìåéñò-

âîì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé f(x; a, b, 0) ñ ïàðàìåò-

ðîì ñäâèãà c = 0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé

ñî ñòàòèñòèêîé

Z n
Ym

s
� �

�

�







�

�

�

�

3

4
2

1 .

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà íàõîæ-

äåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

îò âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ðîñ-

òå îáúåìà âûáîðêè ðàñïðåäåëåíèå Z ñõîäèòñÿ ê

íîðìàëüíîìó, ïðè÷åì ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïî-

òåçû î òîì, ÷òî ïàðàìåòð ñäâèãà ðàâåí íóëþ, ïðå-

äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Z èìååò íóëåâîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ

1

2
3 13 10

2

a
a a( ).
 


Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð ôîðìû a íåèçâåñòåí, â âû-

ðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ñëåäóåò ïîäñòàâèòü åãî

ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó a*. Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòå-

ðèé äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû c = 0 ïðè

àëüòåðíàòèâå c > 0 èìååò êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü

Z Z u
a a

a
: ( )

( *) *

*
,' �


 

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

1
3 13 10

2

2

(

ãäå u(1 – á) — êâàíòèëü ïîðÿäêà 1 – á ñòàíäàðò-

íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì 0 è äèñïåðñèåé 1. Ïðè n � �

óðîâåíü çíà÷èìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êðèòåðèÿ

ñòðåìèòñÿ ê á. Ïîäðîáíåå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà

ìîìåíòîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñîãëàñèÿ ñ ïà-

ðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ðàñïðåäåëåíèé ðàñ-

ñìîòðåíî â [17, ðàçä. 7.1].

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

(ïðè èçâåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà)

Îöåíêè ìåòîäà ìîìåíòîâ — íàèáîëåå ïðî-

ñòîé òèï îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ îíè íå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè àñèìïòî-

òè÷åñêè íîðìàëüíûìè îöåíêàìè (ÍÀÍ-îöåí-

êàìè), ïîñêîëüêó èõ äèñïåðñèÿ áîëüøå, ÷åì ó íå-

êîòîðûõ äðóãèõ. Ñðåäè ÍÀÍ-îöåíîê íàèáîëåå

èçâåñòíû îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-

áèÿ. Èõ ïîëó÷àþò ïóòåì ìàêñèìèçàöèè ïî ïà-

ðàìåòðàì ïðîèçâåäåíèÿ ïëîòíîñòåé, â êîòîðûå

âìåñòî àðãóìåíòîâ ïîäñòàâëåíû ýëåìåíòû âû-

áîðêè. Â ñëó÷àå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ (4) ðå÷ü èäåò î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè

ïðàâäîïîäîáèÿ
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(9)

ïî ïàðàìåòðàì a > 0, b > 0, c < min(Y1, Y1, ..., Yn).

Ïðîùå èìåòü äåëî ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê-

öèåé ïðàâäîïîäîáèÿ

L(a, b, c) = ln F = – n ln Ã(a) +
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Äëÿ âàðèàíòà ïîñòàíîâêè 1 îöåíêà ïàðàìåò-

ðà a íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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0 (11)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèç-

âîäíóþ ãàììà-ôóíêöèè

+

#

#

#

( )
ln ( )

( )

( )
a

a

a a

a

a
� �

d

d

d

d

1

(ýòó ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ïñè-ôóíê-

öèåé [18]). Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêó ïàðàìåòðà

ôîðìû ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ìàñøòàáà è

ñäâèãà íàõîäÿò êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

+( ) ln ,a
n

Y c

b

i

i

n

�

��

�
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1
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ò.å. àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåò-

ðà ôîðìû èìååò âèä

a G
n

Y c

b

i

i

n

* ln ,�

��

�




�

�

�

�

�







�

�

�

�
�

�

1

1

ãäå G — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïñè-ôóíêöèè.

Â ðàçäåëå 4 ÃÎÑÒ 11.011–83 ïðèâåäåíû ïðàâèëà

ðàñ÷åòà çíà÷åíèé ôóíêöèè G, äèñïåðñèè îöåíêè

a* è äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö, îñíîâàííûå íà èñ-

ïîëüçîâàíèè òàáëèö è ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü

ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû.

Äëÿ âàðèàíòà ïîñòàíîâêè 2 îöåíêà b* ïàðà-

ìåòðà b — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

*

*

�

*

*

� � �

�

�
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�
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b
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b
an b

b
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n
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0
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1

( ) , (12)

ò.å. b
na

Y c
i

i

n

* ( ).� �

�

�

1

1

(13)

Òàáëèöû è ïðèáëèæåííûå (àñèìïòîòè÷åñêèå)

ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà äîâåðèòåëüíûõ ãðàíèö äëÿ

ïàðàìåòðà b ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 3 ÃÎÑÒ

11.011–83. Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ïðè-

êëàäíîé ñòàòèñòèêè â ýòèõ öåëÿõ ïðèìåíÿþò

êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû.

Îöåíèì ïàðàìåòðû ôîðìû è ìàñøòàáà ïðè

èçâåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà (âàðèàíò ïîñòàíîâ-

êè 6). Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íà-

õîäÿò ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (11) –

(12). Îöåíêó ïàðàìåòðà ìàñøòàáà äàåò ôîðìóëà

(13). Ïîäñòàâèâ åå â (11), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ

ïàðàìåòðà ôîðìû:
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a
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Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå:
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Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôîðìû è ìàñ-

øòàáà ïðè èçâåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

a H
n

Y c
n

Y c
i

i

n

i

i

n

* ln ( ) ln( )� �
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(14)

ãäå H — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

Q(a) = ln a – Ø(a).

Â ÃÎÑÒ 11.011–83 (ðàçäåë 7) ïðèâåäåíû àëãî-

ðèòìû ðàñ÷åòîâ îöåíîê (14), èõ äèñïåðñèé è äî-

âåðèòåëüíûõ ãðàíèö, îñíîâàííûå íà ñîîòâåòñò-

âóþùèõ òàáëèöàõ è ïðèáëèæåííûõ (àñèìïòîòè-

÷åñêèõ) ôîðìóëàõ, ðàçðàáîòàííûõ ïðè ïîäãîòîâ-

êå ýòîãî ñòàíäàðòà. Êàê è â ðàíåå ðàçîáðàííûõ

âàðèàíòàõ ïîñòàíîâîê, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîäãîòîâêå ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè (ñì. òàêæå

[19, ñ. 83, 98]) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ

n ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêî-

ãî ïîðÿäêà

M a a
a

n aI a
( * )

( ( ) )
,� �
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2

1

M b b
b I a

n aI a
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( )

( ( ) )
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2
2

1
I a

a

a
( )

( )
.�

d

d

+

Íà îñíîâå ñâîéñòâ ãàììà-ôóíêöèè [19] â ÃÎÑÒ

11.011–83 óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ a

M(a* – a)2 =
a a

n

( )
,

2 1�

M(b* – b)2 =
2

2
b

n

ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ òàáë. 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñðåä-

íèå êâàäðàòû îøèáîê äëÿ îöåíîê ìåòîäà ìîìåí-

òîâ ïàðàìåòðîâ ôîðìû a** è ìàñøòàáà b** (ïðè

èçâåñòíîì ïàðàìåòðå ñäâèãà)

M(a** – a)2 =
2 1a a

n

( )
,




M(b** – b)2 =
b

n a

2

2
3



�

�




�

�

�

áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäíèõ êâàäðàòîâ

îøèáîê äëÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-

áèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âàðèàíòà ïîñòàíîâêè 6

îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìåþò

ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêàìè ìåòîäà

ìîìåíòîâ. Êàê óñòàíîâëåíî â òåîðèè êëàññè÷å-

ñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, èìåííî òàê îá-

ñòîèò äåëî â áîëüøèíñòâå çàäà÷ îöåíèâàíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíûìè îöåíêàìè, à îöåíêè ìåòîäà ìîìåí-

òîâ — ëèøü â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Îäíîøàãîâûå îöåíêè (ïðè íåèçâåñòíîì

ïàðàìåòðå ñäâèãà)

Â âàðèàíòàõ ïîñòàíîâîê 3, 4, 5, 7 ïàðàìåòð

ñäâèãà ñ íåèçâåñòåí è ïîäëåæèò îöåíèâàíèþ.

Îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ c* ïà-

ðàìåòðà c â âàðèàíòå 3 ìîæíî îïðåäåëèòü èç
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(15)

Â âàðèàíòå 4 îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà è

ñäâèãà — ýòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (12) è (15). Ïîäñòàâëÿÿ

âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà (13)

â (15), ïîëó÷àåì îöåíêó ïàðàìåòðà ñäâèãà c* èç

óðàâíåíèÿ
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n

i
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n

1 1

1
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. (16)

Â âàðèàíòå 5 îöåíêè ïàðàìåòðîâ ôîðìû è

ñäâèãà íàõîäÿò ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (11) è (15). Ïîä-

ñòàâèâ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) â (15), ïîëó÷èì

óðàâíåíèå äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ñäâèãà

G
n
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i

n
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ãäå G — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïñè-ôóíêöèè. Ïðà-

âèëà ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â ÃÎÑÒ 11.011–83.

Ïðè òðåõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ (âàðèàíò

7) îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñëåäóåò

íàõîäèòü ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû òðåõ óðàâíå-

íèé — (11), (12) è (15).

Òàêèì îáðàçîì, â ðÿäå ïîñòàíîâîê äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

íàäî ðåøàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ èëè

ñèñòåìû óðàâíåíèé. Êàçàëîñü áû, äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü ðàñïðîñòðàíåííûå ÷èñëåííûå ìåòî-

äû. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðÿä ïðîáëåì.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ îòñóòñòâóþò àëãîðèòìû íà îñíîâå ÿâíûõ

ôîðìóë è ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìå-

òîäû. Òàê îáñòîèò äåëî íå òîëüêî äëÿ ãàììà-ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, íî è, íàïðèìåð. ðàñïðåäåëåíèÿ Âåé-

áóëëà – Ãíåäåíêî. Òîãäà òåì èëè èíûì èòåðàöè-

îííûì ìåòîäîì ðåøàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé ìàê-

ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì., íàïðèìåð, [20])

èëè íåïîñðåäñòâåííî ìàêñèìèçèðóþò ôóíêöèþ

ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì., íàïðèìåð, [21]).

Îäíàêî ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â îò-

ëè÷èå îò àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ÿâíûõ ôîðìóë

(êàê äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ñòàëêèâà-

åòñÿ ñ ðÿäîì ïðîáëåì. Òàê, ñõîäèìîñòü èòåðàöè-

îííûõ ìåòîäîâ òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ. Â ðÿäå ïðè-

ìåðîâ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò ìíîãî ëî-

êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, à ïîòîìó åñòåñòâåííûå

èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû íå ñõîäÿòñÿ [22]. Íà-

ïðèìåð, äëÿ äàííûõ ïî óñòàëîñòíûì èñïûòàíèÿì

ñòàëè óðàâíåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

èìååò 11 êîðíåé [23]. Êàêîé èç îäèííàäöàòè èñ-

ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà? Äëÿ ðå-

øåíèÿ ïðîáëåìû ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìå-

òîäîâ ïðîâîäÿò èññëåäîâàíèÿ ïî äîêàçàòåëüñòâó

ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ íàõîæäå-

íèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ

êîíêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé è êîíêðåò-

íûõ àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð, [24]).

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå äî-

êàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî àëãî-

ðèòìà — ýòî åùå íå âñå. Âàæåí âîïðîñ îá îáîñíî-

âàííîì âûáîðå ìîìåíòà ïðåêðàùåíèÿ âû÷èñëå-

íèé â ñâÿçè ñ äîñòèæåíèåì òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îí íå ðåøåí. Êðîìå òîãî,

òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî óâÿçûâàòü ñ

îáúåìîì âûáîðêè — ÷åì îí áîëüøå, òåì òî÷íåå

íàäî íàõîäèòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íåëüçÿ ãîâîðèòü î ñîñòîÿòåëüíîñòè ìåòîäà

îöåíèâàíèÿ. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè

îáúåìà âûáîðêè íåîáõîäèìî óñëîæíÿòü àëãî-

ðèòìû, â ÷àñòíîñòè, óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî èñ-

ïîëüçóåìûõ â êîìïüþòåðå ðàçðÿäîâ, ïåðåõîäèòü

îò îäèíàðíîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ê äâîéíîé è

äàëåå — òàêæå ðàäè äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè

îöåíîê.

Èòàê, åñëè íåò ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ îöåíîê

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, èõ íàõîæäåíèå

íàòûêàåòñÿ íà ðÿä ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíîãî õà-

ðàêòåðà. Ñïåöèàëèñòû ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêå îáû÷íî èãíîðèðóþò âñå ýòè ïðîáëåìû,

ðàññóæäàÿ îá îöåíêàõ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå. Îäíàêî ïðèêëàä-

íàÿ ñòàòèñòèêà íå ìîæåò ýòîãî äîïóñòèòü âî èçáå-

æàíèå ñîìíåíèé â âîçìîæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî

èñïîëüçîâàíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ.

Â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå, êðîìå îöåíîê ìåòî-

äà ìîìåíòîâ è ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,

ðàçðàáîòàíî ìíîãî äðóãèõ âèäîâ îöåíîê. Íàïðè-

ìåð, êâàíòèëüíûå îöåíêè îñíîâàíû íà èäåå, àíà-

ëîãè÷íîé ìåòîäó ìîìåíòîâ, íî âìåñòî âûáîðî÷-

íûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ïðèðàâíèâàþòñÿ

âûáîðî÷íûå è òåîðåòè÷åñêèå êâàíòèëè. Äðóãàÿ

ãðóïïà îöåíîê áàçèðóåòñÿ íà èäåå ìèíèìèçàöèè

(ïî ïàðàìåòðàì ðàñïðåäåëåíèÿ) òîãî èëè èíîãî

ðàññòîÿíèÿ (ïîêàçàòåëÿ ðàçëè÷èÿ) ìåæäó ýìïè-
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ðè÷åñêèìè äàííûìè è ýëåìåíòîì ïàðàìåòðè-

÷åñêîãî ñåìåéñòâà. Íàïðèìåð, ìèíèìèçèðóåòñÿ

åâêëèäîâî èëè áëî÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýìïè-

ðè÷åñêèìè è òåîðåòè÷åñêèìè ãèñòîãðàììàìè, à

òî÷íåå — âåêòîðàìè, ñîñòàâëåííûìè èç âûñîò

ñòîëáèêîâ ãèñòîãðàìì.

Íåò íåîáõîäèìîñòè àáñîëþòèçèðîâàòü îöåíêè

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Êðîìå íèõ, ñóùå-

ñòâóþò è äðóãèå âèäû îöåíîê, îáëàäàþùèõ ñòîëü

æå õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Íà-

ïðèìåð, îäíîøàãîâûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëü-

òàòîì ïåðâîé èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà – Ðàôñî-

íà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòè îöåí-

êè — íàèëó÷øèå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûå,

ò.å. èìåþò ñòîëü æå õîðîøèå àñèìïòîòè÷åñêèå

ñâîéñòâà, êàê è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ, ïðè÷åì ïðè òåõ æå ìàòåìàòè÷åñêèõ

óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè. Îäíîøàãîâûå îöåíêè

ïîëó÷åíû â âèäå ÿâíûõ ôîðìóë, ò.å. äëÿ íèõ ñíè-

ìàþòñÿ ðàññìîòðåííûå âûøå ïðîáëåìû âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî õàðàêòåðà. Ïðè èõ ðàñ÷åòå â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü îöåíêó

ìåòîäà ìîìåíòîâ, à çàòåì íàéòè ïîïðàâêè íà

îñíîâå ïåðâîé èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà –

Ðàôñîíà.

Äëÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ â âàðèàíòå ïîñòà-

íîâêè 3 âìåñòî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) ðåêîìåí-

äóþò èñïîëüçîâàòü îäíîøàãîâóþ îöåíêó. Â êà-

÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðóò îöåíêó

ìåòîäà ìîìåíòîâ Y – ab. Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû

ïðèâåäåíû â ÃÎÑÒ 11.011–83, ïï. 8.15 – 8.18.

Äëÿ âàðèàíòîâ 4 è 7 ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ îäíî-

øàãîâûõ îöåíîê äàíû òàì æå, â ðàçäåëå 8.

Ðàçðàáîòêà ÃÎÑÒ 11.011–83 äàëà ñòèìóë ê

äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ òåîðèè îäíîøàãîâûõ

îöåíîê. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà òåîðèÿ ïîäðîá-

íî èçëîæåíà â ó÷åáíèêàõ [17, ðàçä. 6.2; 25,

ðàçä. 3.25], ãäå ðàññìîòðåíî åå ïðèìåíåíèå è äëÿ

îöåíîê ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòî-

ìó óêàçàííûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû â íàñòîÿùåé

ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåì.

Ñòàòèñòèêà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ

Ïðè ðàçðàáîòêå ÃÎÑÒ 11.011–83 áûëè çàëî-

æåíû îñíîâû óæå äîñòàòî÷íî ðàçâèòîãî ê íàñòîÿ-

ùåìó âðåìåíè íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè — ñòàòèñòèêè èíòåðâàëü-

íûõ äàííûõ. Òîë÷êîì ê ýòîé òåìå ïîñëóæèë àíà-

ëèç äàííûõ î íàðàáîòêå ðåçöîâ äî ïðåäåëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ (â ÷àñàõ). Äàííîå íàïðàâëåíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè îòðàæåíî è â äàëüíåé-

øèõ ïóáëèêàöèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [17, ðàçä. 6.1]).

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî âñå èñõîäíûå äàííûå

çàäàíû ëèáî íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ëèáî ñóì-

ìàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è 0,5 (íàïðèìåð,

127,5 ÷). Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàðàáîòêà ðåçöîâ äî

ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ èçìåðåíà ñ òî÷íîñòüþ äî

0,5 ÷àñà. Î÷åâèäíî, íàëè÷èå ïîãðåøíîñòåé íåîá-

õîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå

äàííûõ. Ïðè ðàçðàáîòêå ÃÎÑÒ 11.011–83 áûëî

ïðèíÿòî, ÷òî

Zi = Yi + åi, i = 1, 2, ..., n, |åi| � Ä, (18)

ãäå n — îáúåì âûáîðêè; Zi — ïðåäúÿâëåííûå äëÿ

àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå; Yi — îïèñûâà-

þùèå ðåàëüíîñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû, èìåþùèå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå; åi — íåçà-

âèñèìûå îøèáêè (ïîãðåøíîñòè) èçìåðåíèÿ; Ä —

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ îøèáêà.

Ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ îòðàæàþòñÿ íà òî÷-

íîñòè îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïðè ïðèìåíåíèè òåõ

èëè èíûõ àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòîâ. Â ÃÎÑÒ

11.011–83 (ñì. ðàçäåë 5) íà îñíîâå ìîäåëè èí-

òåðâàëüíûõ äàííûõ (18) äàíû ïðàâèëà âûáîðà

ìåòîäà îöåíèâàíèÿ ïðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-

ðàõ ôîðìû è ìàñøòàáà è èçâåñòíîì ïàðàìåòðå

ñäâèãà.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñòàòèñòèêè èíòåðâàëü-

íûõ äàííûõ îòðàæåíî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íà-

ïðèìåð, îáîáùàþùóþ ñòàòüþ [26]). Ê íàñòîÿùå-

ìó âðåìåíè ýòî íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêè äîñòàòî÷íî ðàçâèòî è îõâàòûâàåò âñå

îñíîâíûå îáëàñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îíî

ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ñèñòåìíîé

íå÷åòêîé èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêè [27, ãë. 7] è

ïîäðîáíî îòðàæåíî â ðÿäå íàøèõ ó÷åáíèêîâ (ñì.,

íàïðèìåð, [17, ãë. 12]).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíà èíôîðìàöèÿ îá îñíîâíûõ ðå-

çóëüòàòàõ â îáëàñòè ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ îöåíèâà-

íèÿ ïàðàìåòðîâ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, îñíîâàí-

íûõ íà ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Ñëåäóþ-

ùèé ýòàï — ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå àëãîðèòìîâ

îöåíèâàíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ îáúåìîâ âûáîðîê.

Îòìåòèì, ÷òî îäíîøàãîâûå îöåíêè, êàê è

îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ÿâëÿþòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèìè, íî ïðè êîíêðåò-

íûõ îáúåìàõ âûáîðîê â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ áîëåå

òî÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè ìîãóò îêàçàòüñÿ,

íàïðèìåð, íåñìåùåííûå îöåíêè [28].

Èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü íà ðàçâèòèå èññëåäî-

âàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ

íàóêîâåäåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêîé çà-

äà÷è (ò.å. ïðè ðàçðàáîòêå ÃÎÑÒ 11.011–83) âû-

ÿâèëèñü ïðîáëåìû, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ áûëè

ïðåäëîæåíû íîâûå ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòî-

äû. Íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

õîäå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è, ïðèâåëè ê

ñîçäàíèþ íîâûõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Ðå÷ü

èäåò î ñòàòèñòèêå èíòåðâàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå
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îá îäíîøàãîâûõ îöåíêàõ. Åñòåñòâåííî, çà ðàç-

âèòèåì òåîðèè ïîñëåäîâàëè åå ïðàêòè÷åñêèå

ïðèìåíåíèÿ.

Ïîäîáíîå ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé — íå åäè-

íè÷íûé ñëó÷àé. Äðóãîé ïðèìåð — ðàçðàáîòêà

ÀÑÏÏÀÏ (àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû ïðîãíî-

çèðîâàíèÿ è ïðåäîòâðàùåíèÿ àâèàöèîííûõ ïðî-

èñøåñòâèé). Êàê îòìå÷åíî â [29], åå ñîçäàíèå îêà-

çàëîñü âîçìîæíûì ëèøü â ðåçóëüòàòå âûïîëíå-

íèÿ áîëüøîãî ÷èñëà êîíêðåòíûõ íàó÷íûõ ðàáîò.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ. Ìîäåëèðîâàíèå

ðàçâèòèÿ àâèàöèîííûõ ñîáûòèé íà ðàçëè÷íûõ

ýòàïàõ ïîëåòà ðåàëèçîâàíî äëÿ 12 «äåðåâüåâ»

(îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ) ñ ïåðåäàòî÷íûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè ïðè äâèæåíèè îò âõîäíûõ äàí-

íûõ ê âåðøèíàì «äåðåâüåâ». Ñîçäàíû è îñóùåñò-

âëåíû íîâûå ïðîöåäóðû ýêñïåðòíûõ îöåíîê.

Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû êðàòêîñðî÷íîãî è äîëãî-

ñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, îöåíêè è óïðàâëåíèÿ

ðèñêàìè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ñ óäîâëå-

òâîðåíèåì ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ÀÑÏÏÀÏ

ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòè

àâèàöèîííûõ ïðîèñøåñòâèé è ñîîòâåòñòâóþùèå

ðèñêè. Â [29] ïðåäëîæåíû 12 íàïðàâëåíèé äàëü-

íåéøåãî ðàçâèòèÿ ÀÑÏÏÀÏ. Íàó÷íûå ðàáîòû â

ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ ïðîäîëæàþòñÿ.
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