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Непараметрический метод наименьших квадратов:

учет сезонности

Аннотация

Рассмотрена непараметрическая задача восстановления зависимости, которая описывается суммой линейного тренда и сезонной составляющей, т.е. периодической функции с известным периодом. Получены асимптотические распределения оценок параметров и трендовой составляющей. Найдено математическое ожидание остаточной суммы квадратов. Разработаны методы оценивания сезонной компоненты и построения интервального прогноза.

1. Введение. Постановка задачи

1.1. Задача восстановления линейной зависимости

Пусть t – независимая переменная (например, время), а x – зависимая (например, индекс инфляции, курс доллара США, объем месячного производства или размер дневной выручки торговой точки). Рассмотрим задачу восстановления зависимости x = x(t) на основе – набора n пар чисел (tk , xk), k = 1,2,…,n, где tk –– значения независимой переменной, а xk – соответствующие им значения зависимой переменной.

Восстанавливать зависимость можно на основе различных моделей. В простейшей из них предполагается, что переменная x линейно зависит от переменной t с точностью до погрешностей измерения, т.е.
xi = a (ti - tср) + b + ei , i = 1,2,…,n,


(1)

где a и b – параметры, неизвестные статистику и подлежащие оцениванию, а ek – погрешности, искажающие зависимость. Среднее арифметическое моментов времени

tср = (t1 + t2 +…+tn ) / n

введено в модель для облегчения дальнейших выкладок. 

Обычно оценивают параметры a и b линейной зависимости методом наименьших квадратов. Затем восстановленную зависимость используют для точечного и интервального прогнозирования. 

Метод наименьших квадратов был разработан К. Гауссом в 1795 г. [1, с.37]. (Как сказано в [2, с.181], «Гаусс указывает две даты: 1794 г. и 1795 г. Современные исследователи склонны считать, что верная дата – это 1794 г.») Согласно этому методу для расчета наилучшей функции, приближающей линейным образом зависимость x от t в модели (1), следует  рассмотреть функцию двух переменных
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Оценки метода наименьших квадратов - это такие значения a* и b*, при которых функция  f(a,b) достигает минимума по всем значениям аргументов. Чтобы найти эти оценки, надо вычислить частные производные от функции f(a,b) по аргументам a и b, приравнять их 0, затем из полученных уравнений найти оценки. Проведя соответствующие выкладки(см., например, [3, п.5.1]), получаем, что оценки метода наименьших квадратов (кратко: оценки МНК) параметров линейной зависимости имеют вид
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Известен ряд иных равносильных выражений [3, п.5.1] для рассматриваемых оценок.


Обратим внимание, что оценки МНК (2) получены в детерминированной постановке. 

1.2. Непараметрическая линейная модель

Однако свойства оценок МНК естественно изучать на основе той или иной вероятностно-статистической модели порождения данных. В [3, п.5.1]) изучена следующая модель.


Пусть значения независимой переменной t детерминированы, а погрешности ek , k = 1,2,…,n, - независимые одинаково распределенные случайные величины с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 
[image: image3.wmf]2

s

, неизвестной статистику. 

В литературе все еще распространено предположение о нормальности распределения погрешностей. Однако давно известно, что распределения реальных данных, как правило, отличаются от нормальных [3, п. 4.1]. Именно поэтому рассматриваем непараметрическую модель, в которой нет предположения о том, что распределение погрешностей входит в то или иное параметрическое семейство.

В дальнейшем неоднократно будем использовать Центральную Предельную Теорему (ЦПТ) теории вероятностей для величин ek , k = 1,2,…,n (с весами), поэтому для выполнения ее условий необходимо предположить, например, что погрешности ek , k = 1,2,…,n, финитны или имеют конечный третий абсолютный момент. Однако заострять внимание на этих внутриматематических «условиях регулярности» здесь нет необходимости.

Описанная выше модель подробно рассмотрена в [3, п.5.1]. В частности, доказана асимптотическая нормальность и независимость оценок МНК (2), что позволило разработать методы доверительного оценивания функции x(t) и проверки статистических гипотез о значениях параметров линейной зависимости.

Прикладное значение имеют различные обобщения рассмотренной модели. Например, дисперсии погрешностей могут быть различны (что соответствует взвешенной сумме квадратов); погрешности могут быть зависимы, например, описываться с помощью случайных процессов, как это распространено в моделях временных рядов; сама зависимость может быть произвольной, и тогда для ее оценивания естественно использовать непараметрические ядерные оценки плотности [3, п.5.2]. 


Отметим принципиальное отличие всех упомянутых моделей от тех, в которых переменная t рассматривается как случайная величина. Например, когда исходные данные (tk , xk), k = 1,2,…,n, - выборка из двумерного распределения, т.е. независимые одинаково распределенные случайные вектора. Или когда каждая из координат измерена со случайной ошибкой (модель конфлюентного анализа). В этом ряду надо указать также на модели восстановления зависимостей в рамках статистики интервальных данных [4].


Из всего многообразия моделей восстановления зависимостей рассмотрим модели с периодическими составляющими.
1.3. Учет сезонности в модели


При анализе экономических данных возникает необходимость использования моделей временных рядов, включающих три составляющие: трендовую (T), периодическую, или сезонную, циклическую (S) и случайную (E). Длина периода предполагается известной – год, неделя (в зависимости от существа прикладной задачи). Рассматривают [5] аддитивную модель T + S + E и мультипликативную модель T
[image: image4.wmf]´

S
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E. 

Простейшая аддитивная модель имеет вид 
xk = a (tk - tср)+ b + ek  = a (tk - tср) + b+ f(tk) + Ek, k = 1,2,…,n.
(3)

Здесь трендовая составляющая – линейная функция a (tk - tср) + b; периодическая составляющая f(t) обычно описывает сезонность, т.е период известен и равен 1 году; случайная составляющая представлена слагаемыми Ek, которые можно считать независимыми одинаково распределенными случайными величинами с нулевым математическим ожиданием и дисперсией 
[image: image6.wmf]2

s

, неизвестной статистику. Модель (3) переходит в модель (1), если положить 

ek = f(tk) + Ek, = 1,2,…,n.

(4)
В отличие от модели, изученной в [3, п.5.1], погрешности ek  в модели (3) не являются одинаково распределенными. Однако их распределения отличаются лишь сдвигами (на значения детерминированной периодической составляющей).


Соответствующая мультипликативная модель имеет вид 
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В (4) сомножители имеют описанный выше смысл. При логарифмировании модель (4) переходит в аналог модели (3), следовательно, достаточно рассматривать модель (3). 

Практическая значимость этой модели очевидна. Однако расчетные методы, описанные в [5], являются эвристическими. Сказанное определяет цель настоящей статьи - построить непараметрическую теорию прогноза временного ряда на базе линейного тренда с учетом аддитивной или мультипликативной модели сезонности. 


Следуя эвристическому подходу [5], изучим асимптотическое поведение оценок МНК a* и b*, заданных формулами (2), установим их асимптотическую нормальность, а затем состоятельно оценим периодическую составляющую f(t) и построим интервальный прогноз для x(t). В частности, выявится целесообразность анализа данных за полное число лет (периодов). В отличие от [6] (см. также [3, п.6.3], [4, п.10.2]), длину периода оценивать не требуется, поскольку она задана из содержательных соображений (обычно – один год). 

2. Асимптотическая теория

2.1. Асимптотические распределения оценок параметров

Из формулы (2) следует, что в принятых выше предположениях и обозначениях 
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Согласно ЦПТ оценка b* имеет асимптотически нормальное распределение с математическим ожиданием 
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 и дисперсией 
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, оценка которой приводится ниже. 
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Из формул (2) и (5) вытекает, что 

Последнее слагаемое во втором соотношении при суммировании по i обращается в 0, поэтому 
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   (6)

Формулы (6) показывают, что оценка a* является асимптотически нормальной с математическим ожиданием 
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Отметим, что многомерная нормальность имеет быть, когда каждое слагаемое в формуле (6) мало сравнительно со всей суммой, т.е. 
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(7)
Условие (7) выполнено, если ti образуют арифметическую прогрессию, число членов которой безгранично растет.


Итак, дисперсии оценок МНК параметров a* и b* линейного тренда – те же, что и при отсутствии сезонных искажений. А вот их математические ожидания зависят от периодической составляющей. Однако в случае
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(8)
оценки a* и b* являются несмещенными. 

Условия (8) являются принципиально важными. Они являются необходимыми и достаточными для несмещенности и состоятельности оценок, рассмотренных в статье.

Первое из условий (8) можно считать выполненным, если ti образуют арифметическую прогрессию, причем целое число шагов составляет один период (например, если измерения проводятся ежемесячно или раз в квартал, а период - год), и, кроме того, данные взяты за целое число периодов. Действительно, тогда естественно принять, что сумма значений периодической составляющей за период равна 0, поскольку в противном случае можно было бы скорректировать свободный член (т.е. по тем же соображениям, по которым принято условие нулевого математического ожидания случайных составляющих Ei).

Для справедливости второго из условий (8) достаточно добавить к сказанному предположения симметричности множества {tk, k = 1, 2, …, n} относительно tср (например, начала года) и четности периодической составляющей f(t) относительно той же точки. Последнее выполнено, если, например, график f(t) симметричен относительно середины года.

Несмещенность (в предположениях (8)) и асимптотическая нормальность оценок метода наименьших квадратов позволяют легко указывать для них асимптотические доверительные границы и проверять статистические гипотезы, например, о равенстве определенным значениям, прежде всего 0.
2.2. Асимптотическое распределение трендовой составляющей

Из формул (5) и (6) следует, что при справедливости (8)
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т.е. оценка y*(t) = a* (tk - tср)+ b* трендовой составляющей y(t) = a (t - tср)+ b рассматриваемой зависимости является несмещенной. Поэтому 
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При этом, поскольку погрешности Ei независимы в совокупности и M(Ei) = 0, то
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Таким образом, 
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(9)
Итак, оценка y*(t) является несмещенной и асимптотически нормальной. Для ее практического использования (построения доверительных интервалов, проверки статистических гипотез) необходимо уметь оценивать остаточную дисперсию 
[image: image20.wmf]2
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В частности, не представляет труда выписывание нижней и верхней границ для трендовой составляющей прогностической функции:
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где полуширина доверительного интервала 
[image: image22.wmf])
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Здесь 
[image: image24.wmf]g

 - доверительная вероятность, 
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 - квантиль нормального распределения порядка 
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где 
[image: image28.wmf])
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 - функция стандартного нормального распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. При 
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 = 0,95 (наиболее применяемое значение) имеем 
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 = 1,96. В формуле (10) 
[image: image31.wmf]))
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 - состоятельная оценка дисперсии y*(t). В соответствии с (9) она является произведением состоятельной оценки 
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 среднего квадратического отклонения 
[image: image33.wmf]s

случайных погрешностей Ei  на известную статистику детерминированную функцию от t. 
3. Периодическая составляющая и прогноз

3.1. Математическое ожидание остаточной суммы квадратов

В точках tk , k = 1,2,…,n, имеются исходные значения зависимой переменной xk  и восстановленные значения y*(tk). Рассмотрим остаточную сумму квадратов
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Напомним, что при отсутствии периодической составляющей используют [3, пп.5.1, 5.2] состоятельные оценки 
[image: image35.wmf]*

s

 среднего квадратического отклонения 
[image: image36.wmf]s

случайных погрешностей, построенные на основе остаточной суммы квадратов 
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В соответствии с формулами (5) и (6) при справедливости условий (8)
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Найдем математическое ожидание каждого из слагаемых:
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Поскольку Ei независимы, одинаково распределены и имеют нулевое математическое ожидание, то
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Далее, 
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Наконец, 
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На основе трех последних равенств можно показать, что при выполнении условия асимптотической нормальности (7) 
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Следовательно, 
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В правой части (11) первое слагаемое соответствует вкладу случайной составляющей, второе – вкладу периодической составляющей.

В некоторых случаях второе слагаемое в правой части (9) может быть известно из предыдущего опыта или же оценено экспертами, однако в большинстве ситуаций целесообразно исходить из оценки периодической составляющей.
3.2. Оценивание сезонной компоненты

Рассматривают как параметрические, так и непараметрические подходы. Популярный метод исходит из того, что достаточно гладкую функцию можно разложить в ряд Фурье и получить хорошее приближение с помощью небольшого числа гармоник. В простейшем случае – одна гармоника. Так, динамику индекса инфляции можно попытаться изучать с помощью модели 

xk = a (tk - tср) + b+ f(tk) + Ek = a (tk - tср) + b+ d
[image: image47.wmf])

2

cos(

k

t

p

 + Ek, k = 1,2,…,n
(время t измеряется в годах). Тогда неизвестные параметры a, b, d оцениваются методом наименьших квадратов. 

Однако обычно нет оснований предполагать, что периодическая составляющая входит в то или иное параметрическое семейство функций. Приходится строить непараметрические оценки. Опишем одну из возможных постановок.

Пусть в согласии с предположениями (8) рассматривается целое число периодов, т.е. n = mq, где n – объем наблюдений, m – количество периодов, q – число наблюдений в одном периоде. Предполагается, что первые q моментов наблюдения при сдвиге на длину периода дают следующие q моментов времени, при сдвиге на две длины периода дают третий набор из q моментов наблюдения, и т.д. Тогда в соответствии с определением периодической составляющей справедливы равенства
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(12)
Пусть gk - общее значение в (12). Требуется оценить g1, g2, …, gq.

Естественный подход состоит в том. чтобы усреднить m значений xi – y*(ti) (т.е. исходные данные, «очищенные» от трендовой составляющей), соответствующих моментам времени, отстоящим друг от друга на целое число периодов. Речь идет об оценках
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Оценка периодической составляющей распространяется на весь интервал наблюдений очевидным образом:
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(14)

Сложив восстановленные значения трендовой и периодической оставляющей, получим оценку зависимости, «очищенную» от случайной составляющей
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(15)
Здесь оценки a* и b* находят по формулам (2), а оценки f*(t) – по формулам (13) – (14). 

С помощью формулы (15) можно строить точечный прогноз, используя ее вне интервала наблюдений. Для этого достаточно распространить сезонную составляющую f*(t) вплоть до рассматриваемого момента времени по правилу (14) и суммировать ее с прогнозом трендовой составляющей y*(t). Интерполяция и экстраполяция на моменты времени t, не входящие в исходное множество {ti, i = 1, 2, …, n} и множества, полученные из него сдвигами на целое число периодов, может быть осуществлена путем линейной интерполяции ближайших значений или иным методом сглаживания. 

Обсудим свойства оценок (13) – (15). 


При безграничном росте объема данных и справедливости условий (7) и (8) оценки a* и b* параметров трендовой составляющей являются состоятельными и несмещенными, а потому, как можно показать, в рассматриваемый в статье условиях суммы (13) оценивают периодическую составляющую состоятельно и несмещенно. Как следствие, 
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(16)
по вероятности при 
[image: image53.wmf]¥

®

n

. В соответствии с (11) последнее соотношение дает возможность оценить 
[image: image54.wmf]2

s

, а затем построить интервальный прогноз для трендовой составляющей согласно (10). 


Отметим, что в рассматриваемой ситуации, как правило, n растет, увеличиваясь на величины, кратные q – числу наблюдений в одном периоде. Как следствие, уменьшаемое в (16) – константа, зависимости от n нет. Эти особенности связаны с тем, что выполнение условий (8) предполагает рассмотрение целого числа периодов. 

Рассмотрим оценки (13) подробнее. Как вытекает из (3), (12) и (13),
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С учетом (5), (6) и (8) получаем, что
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Таким образом, 
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где 
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 при всех остальных значениях индекса суммирования i, где 
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Соотношение (17) означает, что рассматриваемые оценки есть суммы независимых случайных величин, а потому с помощью Центральной Предельной Теоремы можно построить доверительные интервалы для рассматриваемых значений периодической составляющей (в предположении справедливости условий (7)).
3.3. Интервальный прогноз

Точечный прогноз строят по формуле (12) на основе x*(t) - оценки зависимости, «очищенной» от случайной составляющей, но включающей трендовый и периодический компоненты. Если выполнены условия (8), то 
Mx*(t) = x(t) = a (t - tср) + b+ f(t),

т.е. оценка x*(t) является несмещенной. 

При справедливости условий (8) с учетом (5), (6) и (17) получаем, что для момента времени t, входящего в исходное множество {ti, i = 1, 2, …, n} или в множества, полученные из него сдвигами на целое число периодов, 
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(18)
В (18) при определении значений коэффициентов hik в качестве k следует взять номер наименьшего из исходных моментов времени {tj, j = 1, 2, …, n}, отстоящих от рассматриваемого момента t на целое число периодов. С помощью (17) заключаем, что 
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где 
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 при всех остальных значениях индекса суммирования i, где rk – то же, что и в формуле (17).. 

В правой части формулы (18) стоит сумма независимых случайных величин, поэтому оценка x*(t) является асимптотически нормальной (при справедливости условий (7)) с математическим ожиданием x(t) и дисперсией 
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Следовательно, нижняя и верхняя доверительные границы для прогностической функции (с учетом как трендовой, так и периодической составляющих) имеют вид:
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где
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Здесь 
[image: image70.wmf]g

 - доверительная вероятность, 
[image: image71.wmf])
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 - квантиль нормального распределения порядка 
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 среднего квадратического отклонения 
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случайных погрешностей Ei  на известную статистику детерминированную функцию от t. Величину 
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 рассчитывают согласно (11) и (16).

3.4. Сравнение параметрического и непараметрического подходов

 Во многих литературных источниках рассматривается параметрическая вероятностная модель метода наименьших квадратов. В ней предполагается, что погрешности имеют нормальное распределение. Это предположение позволяет математически строго получить ряд выводов. Так, распределения статистик вычисляются точно, а не в асимптотике, соответственно вместо квантилей нормального распределения при вычислении доверительных интервалов используются квантили распределения Стьюдента. Ясно, что при росте объема данных различия стираются. 

Рассмотренный выше непараметрический подход не использует нереалистическое предположение о нормальности погрешностей. Платой за это является асимптотический характер результатов. В случае простейшей модели метода наименьших квадратов оба подхода дают практически совпадающие рекомендации. Это не всегда так, не всегда два подхода дают близкие результаты. Например, в задаче обнаружения выбросов методы, опирающиеся на нормальное распределение, нельзя считать обоснованными, и обнаружено это было с помощью непараметрического подхода (см. [3, п.4.2], [4, п.7.2]).


Кратко сформулируем несколько общих принципов построения, описания и использования статистических методов анализа данных. Во-первых, должны быть четко сформулированы исходные предпосылки, т.е. полностью описана используемая вероятностно-статистическая модель. Во-вторых, не следует принимать предпосылки, которые редко выполняются на практике. В-третьих, алгоритмы расчетов должны быть корректны с точки зрения математико-статистической теории. В-четвертых, алгоритмы должны давать полезные для практики выводы. 

Применительно к задаче восстановления зависимостей это означает, что целесообразно применять непараметрический подход, что и сделано выше. Однако предположение нормальности, хотя и очень сильно сужает возможности обоснованного практического применения, с чисто математической точки зрения позволяет продвинуться дальше. Поэтому для первоначального изучения ситуации, так сказать, "в лабораторных условиях", нормальная модель может оказаться полезной.
4. Заключительные замечания

По сравнению с эвристическими алгоритмами [5] разработанная в настоящей статье теория позволила:


1) дать общее обоснование этим алгоритмам в рамках асимптотических методов математической статистики и указать условия их применимости (формула (7));

2) выявить принципиально важные условия (8), необходимые и достаточные для несмещенности и состоятельности рассматриваемых оценок; 


3) построить доверительные интервалы для зависимости (прогностической функции) и ее трендовой составляющей.

В рамках математической статистики удается провести анализ не всех распространенных эвристических алгоритмов. Так, довольно часто рекомендуют вначале провести сглаживание («выравнивание») временного ряда, например, методом скользящих средних [5, с.137]. При этом периодическая (сезонная) составляющая меняется, а погрешности (отклонения от суммы трендовой и периодической составляющих) становятся зависимыми, что делает невозможным применение описанных в настоящей статье методов.
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